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STRUKTURA´LIS VIZSGA´LATOK ALGEBRA´KBAN
A kutata´s eredme´nyei
A kutata´si program a ko¨vetkezo˝ ke´rde´sek vizsga´lata´t ira´nyozta elo˝:
1. Algebra´k reprezenta´cio´elme´lete
2. Ma´trixgyu˝ru˝k vizsga´lata
3. Gyu˝ru˝k finom struktu´ra´ja
4. Radika´lelme´let
5. Fe´lcsoportelme´let
A programban kitu˝zo¨tt te´ma´k mindegyike´ben sikeru¨lt jelento˝s eredme´nyeket ele´rnu¨nk.
Emellett a nemzetko¨zi egyu¨ttmu˝ko¨de´s sora´n ku¨lo¨no¨sen gyakran ado´dhatnak va´ratlan,
nagyon ı´ge´retes kutata´si te´ma´k, jo´ o¨tletekkel. Ezeket kiakna´zatlanul hagyni ve´tek lenne,
ugyanis a matematikai kutata´sok ege´sze´ben az eredme´nyesse´g e´s a sz´ınvonal sza´mı´t, a ter-
vezett te´ma´kto´l valo´ kisebb-nagyobb elte´re´seknek pe´nzu¨gyi kihata´saik nincsenek. Ilyen,
eredetileg nem tervezett te´ma´kban is e´rtu¨nk el jelento˝s eredme´nyeket.
A kutata´saink eredme´nyeibo˝l 82 tudoma´nyos ko¨zleme´ny ke´szu¨lt, e´s ebben nem szere-
pelnek azok a ma´r le´tezo˝ eredme´nyeink, amelyek csak egy ke´so˝bbi sta´diumban keru¨lnek
dolgozat forma´ja´ban le´i ra´sra. Nyilva´nvalo´, hogy az ele´rt eredme´nyeink ko¨zu¨l csak a
legle´nyegesebbekro˝l eshet szo´ az ala´bbiakban, me´gpedig kiza´ro´lag olyanokro´l, amelyek
ko¨zle´sre ma´r be lettek nyu´jtva.
A vizsga´latok sora´n nyert legfontosabb eredme´nyek, mo´dszerek le´ıra´sa:
1. Algebra´k reprezenta´cio´elme´lete
A 90-es e´vek eleje´n meru¨lt fo¨l, hogy jellemezni kellene azokat a kva´zio¨ro¨klo˝do˝ al-
gebra´kat, melyeknek a homologikus dua´lisa is kva´zio¨ro¨klo˝do˝. Dlab mutatott elo˝szo¨r pe´lda´t
olyan kva´zio¨ro¨klo˝do˝ algebra´ra, amelyre ez a felte´tel nem teljesu¨l. A ke´rde´sre az elso˝ szu¨k-
se´ges e´s ele´gse´ges felte´telt (foksza´mozott algebra´k esete´ben) A´goston, Dlab e´s Luka´cs adta´k
egy 2003-ban megjelent cikku¨kben. A fo˝ a´ll´ıta´s szerint egy foksza´mozott kva´zio¨ro¨klo˝do˝ al-
gebra´nak pontosan akkor kva´zio¨ro¨klo˝do˝ a homologikus dua´lisa is, ha az algebra u´n. stan-
dard Koszul, azaz a standard modulusainak le´tezik linea´ris projekt´ıv fo¨lolda´sa. Ilyenkor az
algebra ma´sodik dua´lisa izomorf az eredeti algebra´val, ı´gy egy to¨ke´letes dualita´st kapunk.
A standard Koszul-algebra´kat azo´ta sza´mosan alkalmazta´k cikkeikben.
Most az elo˝bbi eredme´nyt a´ltala´nos´ıtottuk: azt bizony´ıtottuk be, hogy ha egy stan-
dardul re´tegezett foksza´mozott Koszul-tulajdonsa´gu´ algebra´nak a standard modulusai ren-
delkeznek linea´ris projekt´ıv fo¨lolda´ssal, akkor a homologikus dua´lis is ugyanilyen t´ıpusu´
algebra lesz, e´s a ma´sodik dua´lis az eredeti algebra´val lesz izomorf. Az ko¨nnyen la´thato´,
hogy egy (ve´ges dimenzio´s) algebra homologikus dua´lisa pontosan akkor ve´ges dimenzio´s,
ha az algebra globa´lis dimenzio´ja ve´ges. Mivel a standardul re´tegezett algebra´k ko¨zu¨l
egyedu¨l a kva´zio¨ro¨klo˝do˝ algebra´knak ve´ges a globa´lis dimenzio´ja, a dualita´si eredme´ny
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kiterjeszte´se aze´rt is e´rdekes, mert ily mo´don egyes ve´gtelen dimenzio´s algebra´k vizsga´lata
is ko¨nnyebbe´ va´lik a dualita´son keresztu¨l. A bizony´ıta´si mo´dszerek teljes ege´sze´ben u´jak az
eredeti bizony´ıta´shoz ke´pest. Az eredeti homologikus mo´dszerekkel szemben itt az algebra
u´n. Hilbert- e´s Poincare´-ma´trixa´nak a seg´ıtse´ge´vel, linea´ris algebrai mo´dszerekkel sikeru¨lt
a fo˝ te´telt bebizony´ıtani.
Dlab e´s Ringel egy kora´bbi eredme´nye´t tova´bbgondolva ve´ges dimenzio´s algebra´k
ko¨zo¨tt vezettu¨nk be ke´t ekvivalenciarela´cio´t. Ke´t algebra´t akkor nevezu¨nk ∆-ekvivalens-
nek, ha a standard modulusokkal filtra´lt modulusaik re´szkatego´ria´i ekvivalensek. Meg-
mutattuk, hogy minden ∆-ekvivalenciaoszta´lyban pontosan egy standardul re´tegezett al-
gebra van, e´s ez megkonstrua´lhato´ az ekvivalenciaoszta´ly egy tetszo˝leges eleme´bo˝l. I´gy
e´rtelmezheto˝ egy Σ-val jelo¨lt opera´tor, amely minden algebra´hoz hozza´rendeli a vele ekvi-
valens standardul re´tegezett algebra´t. Ezzel pa´rhuzamosan e´rtelmezheto˝ egy Ω opera´tor
is a valo´di standard modulusoknak megfelelo˝ rela´cio´ seg´ıtse´ge´vel. Valamelyik oldalro´l
standardul re´tegezett algebra´kra isme´telten fo¨lva´ltva alkalmazva a ke´t opera´tort, korla´tos
sok le´pe´sben fixponthoz jutunk: ez olyan algebra lesz, mely mindke´t oldalro´l standardul
re´tegezett. Ily mo´don a Σ e´s az Ω opera´torok Cayley-gra´fja ira´ny´ıtott fa´k diszjunkt unio´ja´ra
bontja a ve´ges dimenzio´s, valamelyik oldalro´l standardul re´tegezett algebra´k oszta´lya´t,
melyeknek gyo¨kerei a mindke´t oldalon standardul re´tegezett algebra´k.
Minden ve´ges dimenzio´s A algebra´hoz hozza´ lehet rendelni egy Abel-csoportot, az u´n.
Grothendieck-csoportot, amely szabad Abel-csoport az egyszeru˝ A-modulusok katego´ria´-
ja´n. A Coxeter-transzforma´cio´ a Grothendieck-csoport egy automorfizmusa. Ezen transz-
forma´cio´ jelento˝se´ge nem csak az, hogy fontos szerepet ja´tszik a Lie-algebra´k elme´lete´ben,
hanem az is, hogy Ringel egy eredme´nye szerint induka´lhato´ a modulusok u´n. Auslander–
Reiten-eltoltja´val. Eze´rt fontos a ve´ges dimenzio´s algebra´k Coxeter-transzforma´cio´ja´nak
spektra´lis jellemze´se.
Ku¨lo¨no¨sen e´rdekes a transzforma´cio´ spektra´lsugara´nak becsle´se, ami az eml´ıtett al-
gebra´k felbonthatatlan modulusainak no¨vekede´se´t jellemzi. E´rte´kelt fa´k esete´ben ma´r
kora´bban sikeru¨lt erre felso˝ e´s also´ korla´tokat megadni. Most egy u´j mo´dszert tala´ltunk
bizonyos specia´lis gra´fok a´ltal meghata´rozott Coxeter-transzforma´cio´ spektra´lsugara´nak a
becsle´se´re, e´s ezt alkalmaztuk a´ltala´nos´ıtott csillaggra´fokra.
A Coxeter-transzforma´cio´ karakterisztikus polinomjai reciprok polinomok. Csebisev-
transzforma´cio´ alkalmaza´sa´val igazolhato´, hogy bizonyos ko¨roszta´si polinomokat alkalmas
mo´don perturba´lva a keletkezo˝ reciprok polinomok ze´rushelyei az egyse´gko¨rvonalon marad-
nak, e´s ott ele´g szaba´lyosan helyezkednek el. Ezt e´szreve´ve ele´gse´ges felte´teleket sikeru¨lt
adni arra, hogy egy reciprok polinom ze´rushelyei az egyse´gko¨rre essenek. A. Schinzel vette
e´szre, hogy ezen eredme´nyek o¨ninverz´ıv polinomokra is a´tviheto˝k.
Vizsga´lataink egyik ce´lja a reciprok, o¨ninverz´ıv e´s Coxeter-polinomok ze´rushelyei
eloszla´sa´nak vizsga´lata volt, e´s szu¨kse´ges e´s ele´gse´ges felte´telek megada´sa olyan reciprok
polinomok egyu¨tthato´ira, melyeknek o¨sszes ze´rushelye az egyse´gko¨ro¨n van. Sikeru¨lt re-
ciprok polinomok egyu¨tthato´ira ele´gse´ges felte´teleket tala´lnunk arra, hogy o¨ninverz´ıv poli-
nomok o¨sszes ze´rushelye az egyse´gko¨rvonalon legyen, so˝t, a ze´rushelyek elhelyezkede´se´t is
le tudtuk ı´rni, majd reciprok polinomok egyu¨tthato´ira egy u´jabb, a kora´bbi felte´teleket
specia´lis esetke´nt tartalmazo´ elegendo˝ felte´telt tala´ltunk arra, hogy a polinom o¨sszes
ze´rushelye az egyse´gko¨rvonalon legyen, e´s sikeru¨lt a ze´rushelyek elhelyezkede´se´t is le´ırnunk.
2
A Coxeter-polinomok sza´melme´leti szempontbo´l is e´rdekes eredme´nyeket adnak. A
csillaggra´fokhoz ba´rmely ira´ny´ıta´s mellett tartozo´ Coxeter-transzforma´cio´ spektra´lsugarai
Salem-sza´mok. A legkisebb ismert Salem-sza´m (melyet Lehmer 1933-ban tala´lt) egy (1,2,6)
hosszu´ karokbo´l a´llo´ csillag Coxeter-polinomja´nak egyetlen valo´s ze´rushelye. Most McKee
and Smyth eredme´nyein tu´lmeno˝en, alkalmas gra´fok csu´cs-csu´cs ma´trixa´nak karakter-
isztikus polinomja´t vizsga´lva, Salem- e´s PV-sza´mok egy bo˝vebb oszta´lya´t adtuk meg.
2. Ma´trixgyu˝ru˝k vizsga´lata
Sikeru¨lt a Cayley–Hamilton azonossa´got tetszo˝leges gyu˝ru˝ feletti n × n-es ma´trixra
megadni generikusan megkonstrua´lhato´ kommuta´torokat tartalmazo´ ma´trix egyu¨tthato´k-
kal. A klasszikus te´tel ebbo˝l egyszeru˝ specia´lis esetke´nt kaphato´. A kapott azonossa´g e´les
minden olyan e´rtelemben, amilyen e´rtelemben a klasszikus Cayley–Hamilton azonossa´g
e´les a kommutat´ıv gyu˝ru˝k feletti ma´trixokra.
Egy adott gyu˝ru˝ re´szgyu˝ru˝it vizsga´ltuk abbo´l a szempontbo´l, hogy a re´szgyu˝ru˝ egy
inverta´lhato´ eleme´nek az inverze a tekintett re´szgyu˝ru˝ben tala´lhato´-e. Az eredme´nyek
to¨bbse´ge ma´trixgyu˝ru˝kro˝l e´s azok nevezetes re´szgyu˝ru˝iro˝l szo´l. Egy baloldali Noether-
gyu˝ru˝ feletti teljes ma´trixgyu˝ru˝nek a skala´ris ma´trixokat tartalmazo´ re´szgyu˝ru˝je za´rt az in-
verz ke´pze´se´re. Hasonlo´ a´ll´ıta´s e´rve´nyes egy Lie-nilpotens gyu˝ru˝ feletti teljes ma´trixgyu˝ru˝-
re. A fo˝ eredme´ny azt a´ll´ıtja, hogy egy PI-gyu˝ru˝ feletti teljes ma´trixgyu˝ru˝nek az u´n. struk-
tura´lis re´szgyu˝ru˝i za´rtak az inverz ke´pze´se´re ne´zve. Az u´n. Lie-feloldhato´sa´g azonossa´ga´t
teljes´ıto˝ gyu˝ru˝k feletti 2× 2-es ma´trixokra tala´ltunk egy Cayley–Hamilton azonossa´got. A
skala´ris egyu¨tthato´kat a szo´ban forgo´ ma´trix hatva´nyainak e´s azok bonyolultabb szorzatai-
nak a nyoma´t felhaszna´lva kaptuk.
Megadtuk egy nemlinea´ris sze´lso˝e´rte´k meghata´roza´si proble´ma linea´ris (szuboptima´-
lis) megolda´sa´t, majd a linea´ris feladat megolda´sa´t indulo´ e´rte´kke´nt felhaszna´lva, egy
a´ltala´nos pa´ronke´nti o¨sszehasonl´ıta´si ma´trixnak egy olyan tranzit´ıv ma´trixszal valo´ app-
roxima´la´sa´t mutattuk be, amely annak legjobb ko¨zel´ıte´se´t adja a hibane´gyzet o¨sszeg mi-
nimuma e´rtelme´ben. Az itt sza´rmaztatott nemlinea´ris egyenletet azuta´n a´ltala´nos´ıtottuk,
e´s megmutattuk, hogy ez a kifejeze´s nemcsak szimmetrikusan reciprok tulajdonsa´ggal
b´ıro´, hanem ba´rmilyen n-edrendu˝, pozit´ıv elemu˝ ma´trix tranzit´ıv ma´trixszal valo´ app-
roxima´cio´ja´ra haszna´lhato´. Ezt az eredme´nyt o¨sszevetettu¨k Chu logaritmikus transz-
forma´cio´ra e´pu¨lo˝ mo´dszere´vel, e´s mega´llap´ıtottuk, hogy a ke´t elja´ra´s egyene´rte´ku˝, de
a mi mo´dszeru¨nk egyszeru˝bb e´s gyorsabb. Ve´gu¨l egy ke´t parame´terto˝l fu¨ggo˝, expo-
nencia´lis fu¨ggve´nnyel megadott multiplikat´ıv perturba´cio´t vezettu¨nk be, amellyel szim-
metrikusan reciprok mo´don perturba´lt komplex elemu˝ tranzit´ıv ma´trixra explicit forma´ban
meghata´roztuk a spektrumot. Ilyen ma´trixokkal konkre´t mu˝szaki proble´ma´kra mutattunk
be alkalmaza´sokat.
Genera´torfu¨ggve´ny-mo´dszer seg´ıtse´ge´vel igazoltuk Falk sejte´se´t, miszerint pa´ratlan
rendu˝ Kac-ma´trixokna´l a szingula´ris e´rte´kek ne´gyzete ege´sz sza´m. (A fizika´ban jelento˝s
szerepet ja´tszo´ Kac-ma´trixokat – ezek specia´lis tridiagona´lis matrixok – Sylvester definia´lta
1854-ben, majd az o˝ ezekre vonatkozo´ sejte´se´t Kac bizony´ıtotta be 1947-ben; innen ered a
ma haszna´latos nevu¨k.)
To¨bbfe´le e´p´ıto˝me´rno¨ki proble´ma is olyan algebrai egyenletrendszerre vezet, amelynek
az egyu¨tthato´ma´trixa szege´lyezett tridiagona´lis ma´trix, tridiagona´lis blokkokbo´l a´llo´ hiper-
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ma´trix, ill. pentadiagona´lis ma´trix. Ezek inverze´t tudtuk explicit alakban elo˝a´ll´ıtani, ill.
az elo˝a´ll´ıta´sukra egyszeru˝en programozhato´ rekurz´ıv algoritmust kidolgozni.
3. Gyu˝ru˝k finom struktu´ra´ja
Igen kiterjedt vizsga´latokat folytattunk algebra´k deforma´cio´i tere´n. Itt le´nyeges a
deforma´cio´k e´s a kontrakcio´k kapcsolata. A deforma´cio´kat elso˝sorban matematikusok
vizsga´lja´k, a kontrakcio´kat fizikusok. A ke´t fogalom bizonyos e´rtelemben egyma´s dua´lisa:
az u´n. ugro´ (jump) deforma´cio´k inverze kontrakcio´, e´s megford´ıtva. I´gy a ke´t mo´dszer
o¨sszedolgozhato´, e´s ez u´j objektumokhoz e´s sza´mı´ta´si mo´dszerekhez vezetett, amelyeket
to¨bb dolgozatban publika´ltunk.
A forma´lis deforma´cio´ fogalma´t a´ltala´nos´ıtottuk ve´gtelen dimenzio´s algebrai struktu´-
ra´kra. Ennek szu¨kse´gesse´ge´t az jelezte, hogy vannak teljesen merev Lie-algebra´k, ame-
lyeknek fizikusok megadta´k sze´p, nemtrivia´lis deforma´cio´it. Az elme´let kidolgoza´sa mel-
lett konkre´t sza´mola´sokat is ve´geztu¨nk. E te´ren kapott eredme´nyeink ko¨zu¨l kiemelju¨k azt,
amely szerint az affin Krichever–Novikov algebra´k az affin Kac–Moody algebra´k geometriai
deforma´cio´i.
Filiform nilpotens Lie-algebra´k a´ltala´nos´ıta´sa´t vizsga´ltuk ve´gtelen dimenzio´s eset-
ben. Az N-foksza´mozott Lie-algebra´k kora´bbi oszta´lyoza´sa uta´n most kohomolo´gia- e´s
deforma´cio´ sza´mı´ta´sokat ve´geztu¨nk.
E´rdekes ke´rde´s adott t´ıpusu´ n-dimenzio´s algebrai struktu´ra´k varieta´sa´nak topolo´gia´ja.
A verza´lis deforma´cio´ seg´ıtse´ge´vel sikeru¨lt egy nem-Hausdorff topolo´gia´t meghata´rozni a
kisdimenzio´s Lie-algebra´k varieta´sa´n. A topologikus te´r egy re´tegezett orbifold, ahol az
egyes re´tegekbe az a´tmenetet a jump deforma´cio´k adja´k.
Az u´n. “infinity algebra´k” igen fontos, magasabbrendu˝ algebrai struktu´ra´k, amelyek
szu¨kse´gesse´ge´t fizikai megjelene´su¨k adja. Ezida´ig keve´s konkre´t pe´lda volt ismeretes ra´juk,
eze´rt most kis dimenzio´ban sza´moltunk ki ilyeneket, verza´lis deforma´cio´sza´mı´ta´sokat is
ve´gezve.
Folytattuk a Morita-ekvivalencia´ra e´s -dualita´sra vonatkozo´ vizsga´latainkat. Ismere-
tes, hogy a Morita-ekvivalencia megadhato´ a Morita-o¨sszefu¨gge´s nyelve´n, e´s fontos ke´rde´s,
hogy milyen felte´telek mellett induka´l egy Morita-o¨sszefu¨gge´s ekvivalencia´t. Megmutat-
tuk, hogy a Morita-o¨sszefu¨gge´s a´ltala´ban nem induka´l ekvivalencia´t a hozza´rendelt endo-
morfizmusgyu˝ru˝k ko¨zo¨tt. Pe´lda´t konstrua´ltunk olyan Morita-o¨sszefu¨gge´sre is, amely nem
ekvivalencia, de a benne le´vo˝ ve´gesen genera´lt projekt´ıv bimodulusok me´gis ekvivalencia´t
induka´lnak az endomorfizmusgyu˝ru˝k ko¨zo¨tt.
A Morita-dualita´s elme´lete´ben nagyon fontos ke´rde´s, hogy milyen gyu˝ru˝k rendelkeznek
o¨ndualita´ssal. Ismeretes, hogy a legjobb ismert nem-fe´ligegyszeru˝, u´n. soros gyu˝ru˝k
o¨ndua´lisak. Ezt bela´tta´k me´g a 80-as e´vek eleje´n nagyon bonyolult, nehezen e´rtheto˝ e´s
nagyon technikai sza´mola´ssal. Hia´nyzott me´g egy ko¨nnyen e´rtheto˝, keve´sbe´ technikai jel-
legu˝ bizony´ıta´s. Mivel az o¨ro¨klo˝do˝ pr´ım Noether-gyu˝ru˝k faktorai ve´ges sok soros gyu˝ru˝
direkt o¨sszegeke´nt a´ll´ıthato´k elo˝, aze´rt Mueller azt sejtette, hogy az ilyen gyu˝ru˝kho¨z
le´tezik gyenge´n szimmetrikus o¨ndualita´s. Ezt a sejte´st igazoltuk: megmutattuk, hogy
a szemiloka´lis, a radika´ltopolo´gia´ban teljes o¨ro¨klo˝do˝ pr´ım Noether-gyu˝ru˝k o¨ndua´lisak.
A bizony´ıta´s annak megmutata´sa´n alapszik, hogy minden soros gyu˝ru˝ egy soros kva´zi-
Frobenius-gyu˝ru˝nek vagy egy ilyen gyu˝ru˝ egy jo´l meghata´rozott re´szgyu˝ru˝je´nek a faktora.
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Egy ∗-primit´ıv gyu˝ru˝ vagy jobb e´s bal primit´ıv, vagy egy bal e´s egy jobb primit´ıv
gyu˝ru˝nek egy bizonyos szubdirekt o¨sszege, amelyen az involucio´ felcsere´li a komponenseket.
Pe´lda´t adtunk olyan bal e´s jobb primit´ıv gyu˝ru˝re, amely nem reprezenta´lhato´ oszlop- e´s
sorve´ges ma´trixszal. Jellemeztu¨k a ∗-primit´ıv gyu˝ru˝ket maxima´lis ∗-biidea´lok seg´ıtse´ge´vel.
Megmutattuk, hogy egy ∗-pr´ım gyu˝ru˝nek akkor e´s csak akkor van minima´lis balidea´lja, ha
van minima´lis ∗-biidea´lja, e´s ekkor a gyu˝ru˝ ∗-primit´ıv.
A csoportalgebra´k vizsga´lata´ban le´nyeges szerepu¨k van a Lie-tulajdonsa´goknak. En-
nek minta´ja´ra meru¨lt fel, hogy ezeket a tulajdonsa´gokat keresztszorzatokban is tanulma´-
nyozni kell, e´s ebben jelento˝s eredme´nyeket e´rtu¨nk el. Megmutattuk, hogy mind az also´
vagy felso˝ Lie-nilpotens, mind az (n, m)-Engel keresztszorzatok szu¨kse´gszeru˝en csavart
csoportalgebra´k, e´s az uto´bbiak ko¨zu¨l le´ırtuk azokat, amelyek rendelkeznek a szo´ban forgo´
tulajdonsg´okkal.
A modula´ris csoportalgebra´k elme´lete´nek ko¨zponti ke´rde´se: ha G ve´ges p-csoport,
akkor a p elemu˝ test feletti FpG csoportalgebra egye´rtelmu˝en meghata´rozza-e a G cso-
portot. Sok esetben ez ı´gy van. Berman enne´l sokkal a´ltala´nosabb ke´rde´st tett fel: a
modula´ris csoportalgebra egyse´gcsoportja egye´rtelmu˝en meghata´rozza-e a G csoportot, e´s
bebizony´ıtotta, hogy ha G ve´ges Abel-csoport, akkor a va´lasz pozit´ıv. Sikeru¨lt ezt most ke´t
tova´bbi csoportoszta´lyra megmutatnunk: ciklikus kommuta´tor re´szcsoporttal rendelkezo˝
ve´ges p-csoportokra, ill. maxima´lis oszta´lyu´ 2-csoportokra.
Legyen V (ZG) egy ve´ges G csoportnak az ege´sz sza´mok feletti csoportgyu˝ru˝je´ben
a normaliza´lt egyse´gcsoport. Zassenhaus 1974-ben kimondott, nevezetes sejte´se szerint
V (ZG) minden torzio´egyse´ge konjuga´lt a QG csoportalgebra´ban a G valamely eleme´vel.
A sejte´st azo´ta is ele´g keve´s csoportra sikeru¨lt igazolni, ba´r sokan foglalkoztak vele, eze´rt
Kimmerle 2006-ban a sejte´s egy gyenge´bb va´ltozata´t fogalmazta meg. Ezt a Kimmerle-
sejte´st tudtuk igazolni to¨bb sporadikus egyszeru˝ csoportra.
Legyen K p 6= 0 karakterisztika´ju´ test, G csoport, e´s tekintsu¨k a KG csoportal-
gebra´t. Ismeretes, hogy ha KG Lie-nilpotens, akkor a felso˝ (vagy also´) Lie-nilpotencia
indexe legfo¨ljebb |G′|+ 1, ahol G′ a G csoport kommuta´tor-re´szcsoportja. Kora´bban ma´r
meghata´rozta´k azokat a G csoportokat, amelyekre ez az index maxima´lis vagy majdnem
maxima´lis (azaz tL(KG) = |G′|+ 1 vagy tL(KG) = |G′| − p + 2). Most sikeru¨lt le´ırnunk
azokat a G csoportokat, amelyekre a Lie-nilpotencia index az ezt ko¨veto˝ e´rte´k, vagyis
amelyekre tL(KG) = |G′| − 2p + 3, tL(KG) = |G′| − 3p + 4 e´s tL(KG) = |G′| − 4p + 5.
4. Radika´lelme´let
Olyan szimplicia´lis halmazt konstrua´ltunk, melynek elemei egy nullobjektummal, ma-
gokkal e´s komagokkal rendelkezo˝ katego´ria ro¨vid egzakt sorozatai. Megmutattuk, hogy ez
a konstrukcio´ specia´lis esetke´nt szolga´ltatja mind a katego´ria´k faktoriza´cio´s rendszereit,
mind fe´lig-Abel katego´ria´kban (´ıgy pl. multiopera´tor-csoportok ba´rmely varieta´sa´ban) a
Kuros–Amitsur radika´lokat. Ez az eredme´ny a radika´lok egy tova´bbi kapcsolo´da´si pontja´ra
mutat ra´.
Vizsga´ltuk az olyan γ radika´lokat, amelyekre az ”A[x] ∈ γ minden A nil gyu˝ru˝re”
a´ll´ıta´s ekvivalens a Ko¨the-proble´ma pozit´ıv megolda´sa´val. Konstrua´ltunk igen nagy ilyen
tulajdonsa´gu´ radika´lt, amely seg´ıtse´gu¨l lehet negat´ıv megolda´s explicit megada´sa´na´l.
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Bebizony´ıtottuk, hogy ha a norma´lis radika´lok jellemze´se´ben a balidea´lokat biidea´lok-
kal helyettes´ıtju¨k, akkor pontosan az A-radika´lokat (azaz csak az addit´ıv csoportto´l fu¨ggo˝
radika´lokat), a norma´lis radika´lok egy specia´lis esete´t kapjuk, e´s az A-radika´lok hasonlo´an
jellemezheto˝k involu´cio´gyu˝ru˝kben is.
Aktok o¨ro¨klo˝do˝ radika´ljainak e´s injekt´ıv aktok ekvivalencia-oszta´lyai a´ltal meghata´ro-
zott torzio´inak a kapcsolata´t vizsga´lva megmutattuk, hogy az o¨ro¨klo˝do˝ radika´lok mindig
torzio´k, de a ford´ıtott a´ll´ıta´s hamis. Jellemeztu¨k az o¨ro¨klo˝do˝ radika´lokhoz, ill. a torzio´khoz
tartozo´ fe´ligegyszeru˝ oszta´lyokat, valamint a torzio´oszta´lyokat. Ezen eredme´nyek alapja´n
reme´lheto˝, hogy aktokra is kie´pu¨l a modulusoke´val analo´g, re´szletes torzio´elme´let.
5. Fe´lcsoportelme´let
A fe´lcsoportelme´let jellegzetes felbonta´st´ıpusa a fe´lha´lo´felbonta´s, amelynek sza´mos
kitu¨ntetett tulajdonsa´ga ismeretes. Ennek fe´nye´ben meglepo˝, hogy a konstrukcio´ funk-
toria´lis tulajdonsa´gait (nevezetesen, hogy milyen pull-backeket o˝riz meg) me´g nem der´ıtet-
te´k fel. Ezt ve´geztu¨k most el. Az va´rhato´ volt, hogy a pull-backek a´ltala´ban nem
o˝rzo˝dnek meg, a ke´rde´s az, hogy mi a helyzet nevezetes specia´lis pull-backt´ıpusokkal (pl.
szorzat, ve´ges szorzat, monomorfizmus), illetve szu˝kebb, kitu¨ntett fe´lcsoportoszta´lyokkal
(pl. ko¨tegek, kommutat´ıv fe´lcsoportok). Mindezt sikeru¨lt le´ırnunk.
Egy fe´lcsoportot permutat´ıvnak nevezu¨nk, ha teljes´ıt valamely nem-identikus per-
muta´cio´-azonossa´got. Megmutattuk, hogy ha egy permutat´ıv fe´lcsoportban a kongru-
encia´k la´ncot alkotnak a tartalmaza´sra ne´zve, akkor a fe´lcsoport szu¨kse´gke´ppen media´lis.
A fenti proble´ma a´ltala´nos´ıta´sa´val foglalkozva, megmutattuk, hogy ha egy permutat´ıv
fe´lcsoportban a kongruencia´k egyma´ssal felcsere´lheto˝k, akkor a fe´lcsoport vagy media´lis,
vagy egy dere´kszo¨gu˝ Abel-csoportnak egy kommutat´ıv nil fe´lcsoporttal valo´ idea´l-bo˝v´ıte´se,
majd az is kideru¨lt, hogy ez uto´bbi esetben is ko¨vetkezik a medialita´s. Sikeru¨lt le´ırnunk
a media´lis kongruencia-felcsere´lheto˝ fe´lcsoportok egyik t´ıpusa´t is, megmutatva, hogyan
kaphato´k meg az azonos t´ıpusu´ kommutat´ıv fe´lcsoportokbo´l. Cherubini e´s Bonzini munka´i
majdnem teljes le´ıra´st adtak a kongruencia-felcsere´lheto˝ media´lis fe´lcsoportokra; egyedu¨l
az nem volt ismeretes, hogy le´tezik-e ezek ko¨zo¨tt u´n. elso˝ t´ıpusu´ ilyen fe´lcsoport. Sikeru¨lt
ez uto´bbiakra a´ltala´nos konstrukcio´t adnunk, ezzel teljesse´ te´ve az o˝ le´ıra´sukat.
Megmutattuk tova´bba´, hogy egy fe´lcsoport akkor e´s csak akkor regula´ris e´s RGCn-
kommutat´ıv, ha egy kommutat´ıv Clifford-fe´lcsoportnak e´s egy jobb regula´ris ko¨tegnek a
koszoru´szorzata.
6. Egye´b
A fe´lig-Abel katego´ria´k vizsga´lata sora´n meglepo˝ kapcsolatokat tala´ltunk katego´riael-
me´leti e´s univerza´lis algebrai fogalmak ko¨zo¨tt. To¨bbek ko¨zo¨tt megmutattuk, hogy az
univerza´lis algebra´ban margina´lisnak tartott “ro¨g” (clot) fogalma a katego´ria´k nyelve´n
igen terme´szetes: e´ppen a csoportelme´letihez hasonlo´ konjuga´la´sra za´rtsa´got fejezi ki, e´s
az univerza´lis algebrai nyelven nehezen kezelheto˝ idea´lok pontoson a ro¨go¨k homomorf ke´pei.
Eredme´nyeink teljesen u´j megvila´g´ıta´sba helyezik e´s jelento˝sen fo¨le´rte´kelik az univerza´lis
algebrai idea´lelme´letet.
Kora´bbi vizsga´lataink folytata´sake´nt mind a szepara´bilis torzio´mentes, mind az 1
torzio´mentes rangu´ vegyes Abel-csoportok oszta´lya´ban meghata´roztuk az endoprima´l ob-
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jektumokat. Megmutattuk, hogy a direkt felbonthatatlan Abel-csoportok ko¨zo¨tt egyara´nt
le´teznek aka´rmilyen nagy endoprima´l e´s aka´rmilyen nagy nem endoprima´l csoportok. Ez
azt mutatja, hogy az endoprima´l Abel-csoportok teljes le´ıra´sa nem reme´lheto˝.
Egy sor eredme´nyt e´rtu¨nk el algebrai struktu´ra´kon adott kompatibilis re´szbenrendeze´-
sek (kompatibilis) linea´ris kiterjesztheto˝se´ge´ro˝l. Vizsga´lataink a gyu˝ru˝elme´let felo˝l indul-
tak. Szu¨kse´ges e´s ele´gse´ges felte´telt tala´ltunk a fenti kiterjesztheto˝se´gre esetleg ze´rus-
oszto´kkal is rendelkezo˝ gyu˝ru˝kre: a gyu˝ru˝n adott (kompatibilis) rendeze´snek pontosan
akkor van linea´ris kiterjeszte´se, ha egy bizonyos egyenletrendszer megoldhato´ a gyu˝ru˝ben.
Ugyanezt a ke´rde´st a´ltala´nos algebrai struktu´ra´kban vizsga´lva ke´t ku¨lo¨nbo¨zo˝ felte´telt
tala´ltunk. Az egyikro˝l megmutattuk, hogy minden esetben szu¨kse´ges e´s ele´gse´ges a kiter-
jesztheto˝se´gre. A ma´sik felte´tel szinte´n szu¨kse´ges, de ele´gse´gesse´ge´t csak bizonyos esetek-
ben, to¨bbek ko¨zo¨tt pe´lda´ul a to¨bbse´gi fu¨ggve´nnyel rendelkezo˝ algebra´kra sikeru¨lt bela´tni.
Ezeket a felte´teleket csak viszonylag bonyolult formula´kkal lehet megadni. Szpilrajn klasz-
szikus eredme´nye´t is a´ltala´nos´ıtottuk: egyetlen une´r mu˝velettel rendelkezo˝ algebra´n adott
kompatibilis re´szbenrendeze´snek mindig le´tezik u´n. kva´zilinea´ris kiterjeszte´se (ez is kom-
patibilis). A kva´zilinearita´s a linearita´sna´l gyenge´bb tulajdonsa´g, amely csak az une´r
mu˝veletre ne´zve nem tiltott pa´rok o¨sszehasonl´ıthato´sa´ga´t ko¨veteli meg. A fo˝ eredme´ny
ko¨vetkezme´nye, hogy az eml´ıtett une´r algebra´n a maxima´lis kompatibilis re´szbenrendeze´sek
pontosan a kva´zilinea´risak.
A modulusokra vonatkozo´, ko¨zismert Fitting-lemma´nak olyan a´ltala´nos´ıta´sa´t tala´ltuk,
amelybo˝l kideru¨l, hogy a lemma le´nyege´ben fu¨ggetlen a modulusokto´l, teljesen elemi, kom-
binatorikus ratalma van. Az a´ltala´nos megfogalmaza´s seg´ıtse´ge´vel pe´lda´ul egy ha´lo´elme´leti
Fitting-lemma is megkaphato´.
A kongruenciaszel´ıd´ıte´s alkalmaza´sake´nt azokat a loka´lisan ve´ges varieta´sokat vizsga´l-
tuk, ahol a fo˝kongruencia´k elso˝rendu˝ formula´val definia´lhato´k. Kideru¨lt, hogy a feloldhato´
kongruencia´k nilpotensek, az ero˝sen feloldhato´k pedig ero˝sen Abel-fe´le´k.
A kongruenciaszel´ıd´ıte´s mo´dszereit sikeru¨lt o¨sszekapcsolnunk a sza´mı´ta´studoma´nyban
a nyolcvanas e´vek o´ta jelento˝s szerepet ja´tszo´ rela´cio´homomorfizmus-proble´ma´val (Con-
straint Satisfaction Problem, ro¨viden CSP). Ebben a te´mako¨rben va´lt nevezetesse´ az
u´n. dichoto´miasejte´s. Ismeretes, hogy ez a sejte´s igaz olyan algebra´kban, amelyekben
van Malcev-kifejeze´s vagy majdnem to¨bbse´gi kifejeze´s. Most bela´ttuk a sejte´st olyan al-
gebra´kra, amelyekben van ha´rom, a kongruenciadisztributivita´st biztos´ıto´ Jo´nsson-kifeje-
ze´s. A proble´ma megko¨zel´ıte´se´nek egy lehetse´ges mo´dja az, ha McKenzie-nek e´s Hobby-nak
az 1 e´s 5 t´ıpus hia´nya´t jellemzo˝ Malcev-felte´tele´t mine´l “ero˝sebb” termekkel fejezzu¨k ki.
Egy ilyen ero˝s´ıte´st is megadtunk.
Megmutattuk, hogy Chajda e´s Horva´th u´n. ha´romszo¨g-lemma´ja egy loka´lisan ve´ges
varieta´sokban Hobby e´s McKenzie a´ltal megadott Malcev-felte´tellel ekvivalens, ko¨vetkeze´s-
ke´ppen a kongruenciaha´lo´k egyes´ıte´s-szemidisztributivita´sa´t jellemzi. Megkonstrua´ltunk
egy a fentine´l ero˝sebb, de azzal nem loka´lisan ve´ges varieta´sokban is ekvivalens Malcev-
felte´telt, amely a ha´romszo¨g-elv tolerancia´kat tartalmazo´ ero˝s´ıte´se´nek felel meg.
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